Teoretické zaklady

fotonickych vinovodnych struktur



Zaklady teorie planarnich vinovodu

Vrstvovy vinovod ,Gradientni“ (nehomogenni)
vinovod
T T o
A i X |
n, N,
n\x
0 ()
vinovodna vrstva )




Cinitel odrazu rovinné viny od rovinného rozhrani
Fresnelovy vzorce
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Cinitel odrazu rovinné viny od rovinného rozhrani

Fresnelovy vzorce — 2

=> (podélné) konstanty Sifeni vSech vin jsou stejné.
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Spojitost tecnych slozek intenzit poli na rozhrani
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Modul reflektance TE, T
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Vlastnosti Cinitele odrazu

V oblasti totalniho odrazu je modul roven 1

,oblast zajmu“
vinovodné optiky
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Disperzni rovnice planarniho vrstvového vinovodu
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Disperzni diagram planarniho vinovodu
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RozloZeni pole vidu vrstvového vinovodu
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Disperzni rovnice gradientniho vinovodu
Wignerova —Kramersova — Brillouinova (WKB) aproximace
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k, =0 = "(fL’o) =N Zaklad postupu uréovani profilu indexu lomu
ze spektra vedenych vidu



Profil indexu lomu 71X
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RozloZeni pole H,TM vidu gradientniho vinovodu
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Maxwellovy rovnice pro planarni vinovod
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Maxwellovy rovnice pro planarni vinovod

Vidy TE
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Analogie vinové rovnice se Schrodingerovou rovnici
pro castici v potencialové jamé

VInova rovnice
1 d°E
2 .2
ko dx

dominantni slozka E

TE polarizace

(TM polarizace
nema presnou analogii,
ale chova se podobné)

L4 nz(x)Ey = NZEy
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Schrédingerova rovnice
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odraz od bariéry

vazané stavy




Vidy jako vlastni funkce linearniho diferencialniho operatoru
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zarivé (2xdeg.) substratové vedené vidy




Ortogonalita vlastnich vidl vinovodti

Lze ukazat, Ze pro vedené vidy (s diskrétnim spektrem) plati podminka ortogonality

—fE )x H ( )zodx—ﬁmé

Pro zarivé a evanescentni vidy (se spojitym spektrem) plati podminka ortogonality
—fE (@) -2 dez‘—g‘&ﬁ—ﬁ’)
(prltom je treba brat v dvahu hlavni hodnotu integradlu)

zarivé (a evanescentni) vidy (se spojitym spektrem) jsou vidy s vedenymi vidy ortogonalni :

% f E(z,8)xH (z)- 2°dz =0,

Pro bezeztratové vinovody jsou pricné slozky poli E a H  vedenych vidi soufazové,
takze v takovém pripadé plati i ,vykonova“ ortogonalita

15
= [ E (v)xH (2)-2%ds =725 .
3 o



Vykon prenaseny superpozici vlastnich vidu
Pokud je soucasné vybuzeno vice (konecny pocet) vedenych vid(,

E (z.9.2) =Y |a,E, (z.y)exp(iB,2) + b,E, | (z,y)exp(—iB,2)],

H (z,y,2) = Y |a,H, (2,y)exp(iB,2) — b,H,  (z,y)exp(~if,2)]

v kladném sméru z V zaporném smeru z
Preneseny vykon:
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V bezeztrdtovém vinovodu [['E,, xH,, -dS =
S

celkovy vykon je roven souctu vykonu prendasenych jednotlivymi vidy.



Evanescentni vidy — jednosmeéerna superpozice

Evanescentnividy: g = , [exp(iﬁmz)r = [exp(—‘ﬁm‘z)r = exp(—‘ﬂm‘z)

* *

E,  (z,y)=E, (z,y), H  (z,y)=-H  (z,y) ...polefadzové posunuta o+ /2
Evanescentni vidy ] 5
I E  xH  -dS=_Lm§ —4i5 -
v bezeztratovém vinovodu f f et + 8,1 ™ mn

Jednosmérna superpozice: E  (z,y.2 Zam - (z,y) exp(—

Pfeneseny vykon: H, (z,y,2 Zan o1 (@) exp( \B |2).
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Evanescentni vidy — obousmeéerna superpozice

E (z,y,2) = Z[amEmL(x, Y) exp(—‘ﬂm ‘z) +b E _ (z,y) eXp(‘ B, ‘z)],
HL(x7 Y, Z) - Z[aanL(xa y) eXp(_‘Bn ‘z) o annL(xv y) eXp(‘Bn ‘Z) }7
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Obousmérna superpozice:
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z

P (Z) = %RG{Z[ama;eqﬂmHWnDZ

1 < . .
= iilm;[(bmam — ambm)} = 0
Oznacme d délku useku s evanescentnimi vinami, 0y o
blm me
by = by, exp(|B,,|d), by, = by, exp(—|B,|d) -
d

P(z) = i%ImZ[(bgmafm — y,,b5,, )eXp(—\ﬁm \d)} = 0 ... optické tunelovani

z
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Metoda pricné rezonance (admitance) pro TE vidy

dE dH

y . . 2 2 i

—Y = jwp. H — e [n z)]—N ]E ... Maxwellovy rovnice

dx 02 g 0 ( ) Y

u(z) = iZ, H, — g /'“0 H, _ "o H, — ab, / ... (normovana) pficna

E, g B, w o€, L, kol admitance
Zy = Ho | vinova impedance vakua
o
Diferencialni rovnice pro pficnou admitanci: 72
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Vysledna soustava dvou rovnic 1. fadu s okrajovymi podminkami (pro vedeny vid)

1 dE /| dx
® )= [n?@) - W], lim (o) = 2T e

g dz T ——00 T——00 ko Ey

1 dE dE | dz
——r = U(QU)Eya lim u(x) = lim L %% / = JN? —n?
kO dx T— 00 T—00 kO Ey N

Riccatiho rovnice
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Metoda pricné rezonance (impedance) pro TM vidy

2 2
= —wegn’(z)E,, —= = —iwpy, H :
dr z dr n?(z) y ... Maxwellovy rovnice
dH /dx ' E E E
u(z) = L _ "% L= 4 So 2 — Y. —% ...(hormovand) pficna
k. H H u, H 0 .
nkyt, Wal €y Hy 0o 1y y impedance
Y, = fo _ i ... vInova admitance vakua
Vo %
Diferencialni rovnice pro pficnou impedanci: 2
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Vysledna soustava dvou rovnic 1. fadu s okrajovymi podminkami (pro vedeny vid)

2 2
n’(z) — N dH , / dz N? —p?
Lduw 2(z)u?(z) — [ ], lim w(z)= lim 1 4, / = — Mo
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1 dHy 2 dH, /| dz N? —n?
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Riccatiho rovnice o roofy ntH, n



Reéeni Riccatiho rovnice

Riccatiho rovnici

= —u®(z) — [nz(a}) — NZI

resime napr. integraci Rungeho-Kuttovou metodou
s pocatecni podminkou

_ 2 2 2 .2
- T 1 u(r , )=—N°—n’, N°=n —6.
Ménime postupné N tak, aby na konci integracniho
u(:z:)nN > No - , . . , ,
P | intervalu byla splnéna i druha podminka,
NG —nE oz — N? —n?.
$m1n N < Noi ‘ ( maX) ’
- A Vyssi vidy: singularity (poly) funkce u(x)
u(z)
—\/Ng — nsz L
u(a:)l“ _______ NZ —n? 1

. — / I




Vyssi vidy
Vidy vyssich fada hledame analogicky z vychoziho odhadu N;H ~ N; — 0.

Pritom vznikne problém, Ze funkce Eym(:c) prochazi v intervalu <xmin, $max> m-krat nulou,

) dE [ dz
takie u_ (x) = ma v téchto bodech pdly.
kOEym

Problém Ize elegantné obejit tak, Ze v okoli poll prejdeme od rfeseni rovnice pro um(:p)

na feSenirovnicepro v (z)=1/u (z) , kterd ma podobny tvar:

1 du(z)
ky dx

=1+ [nz(a:) — Nz}fuz(a:).

Funkce o (z) prochaziv kritickych bodech nulou, takze feseni nema singularity.

Po prichodu nulou se opét vratime k FeSeni rovnice pro u_(z).

Vypocet funkce Eym(x) necini potize, ponévadz funkce u_() je integrovatelna.



RozlozZeni pole vyssich vid

dE [ dx [dE } _
r)=—L— =|—H2= kou(a:)Ey(x)J TE vidy

kOEy dx
dH /| dx dH k )
w(z) = —2y / =4 [ Y = O y(x)H (x)] TM vidy
n kOHy dz n? i

Redeni pfimou integraci metodou Rungeho a Kutty.
Funkce urcena az na multiplikativni konstantu, kterou mizeme urcit
Z normovaci podminky

T ‘Eym(x)‘z dx = ;Vio‘. TE vidy




»Planarni” (1D) struktura jako multivrstva

Metoda prenosové matice J. Chilwell and I. Hodgkinson, JOSA A, 1, pp. 742-753, 1984,
o Normujeme souradnice:
E=kyw, (=kp, Zy=Y, =1,/ gy B="FkN:
Normujeme slozky pole: (exp(iﬁz) = exp(z'NC))
Xz
y" > TE polarizace TM polarizace
Ey = NIZkOZOf(€7C)7 Hy - \/2koyof(£7 C))
H = —\2kY,0(EC), B, =2kyZ,h(&,Q),
Hz = —t Zkoyog(&C)a EZ =1 Zkozog(&C)
(f@) [0 <) (re N _ [P TE
del9(©) |2/ o]'[g@)]a e O
Redenim je _ (e}
0 & cosy(§—§&)  E——siny({—&)
T 1 A g PR [ |
0 | v 0 :Fglysin”y(f — &) cosy(§ — &)




Metoda prenosové matice pro 1D multivrstvy...

f(51+1) M. 1(&) cosY(§41 — &) + ) siny;(§1 — &)
oG] o)) Mi=| i
st—,iSin V(&1 — &) cos Y, (§11 — &)
!
5 OkrajOVé pOdmllnky: f(énin) — f(fmax) — O nebo g(ﬁmin) — g(ﬁmax) — O
gmax L+1 0 0
i
€L ! I=M gmm gmln
: - nebo
M_l__ﬁM;_’ M+.[fmin]M.[fmaX]
=1 0 0
Mlz Ml_2 Jmin B 0 Mﬂ M]]_ fmin o
My, My, [gmax]‘ "0 s Mz )

Metoda neni numericky dostatecné stabilni, pokud jsou v multivrstvé tlusté vrstvy
s malym indexem lomu (sady vrstev nejsou vzajemné opticky svazany)

Zlepseni stability: Uprava algoritmu na nékteré z nasleduijicich for
* Metoda pri¢né imitance (impedance, admitance);
e Metoda rozptylové matice

em:



x coordinate (um)

Normalized field amplitude

Rozlozeni poli vidu vrstvového vinovodu

Waveguide structure
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Vice o okrajovych podminkach

e Otevrend struktura — vhodné pro nalezeni nékolika vidl (vedené, vytékajici)

e Dokonale odrazné ,tvrdé stény” — elektrické nebo magnetické
vhodné k diskretizaci spojitého spektra zarivych vidd pro metodu rozvoje

ve vlastni vidy

e Absorpcni okrajové podminky pro absorpci parazitnich odrazy;
— ,,dokonale pfizptisobené vrstvy“ (perfectly matched layers, PML)

J.-P. Bérenger, J. Comp. Phys., vol. 114, pp. 185-200, 1994

PMLs v reprezentaci komplexni souradnice (,,complex coordinate stretching®)

(F. Olyslager 1998; P. Bienstman 2001)
Komplexni tloustka vrstev zpUsobuje

_ exponencialni dtlum:
xM —|_ /[/A:I; aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa / . 1/
d=d +:id

exp(ikyyd) = exp (z’k’oyd’ ) exp (—kofyd”)

Formalné velmi jednoduchy algoritmus
izotropni prostredi;

maly utlum pro tecny dopad

neuplnost souboru vlastnich funkci (?)

Ty — AN A



Technické problémy jednodimenzionalnich modalnich metod:
® nelinearni problém vlastnich hodnot,

e ztratové ulohy vyzaduji hledani nul v komplexni roviné
®(N) = M (N)M,(N)— M, (N)M_(N)=0, i=1nebo 2

® - slozita transcendentni funkce
Algoritmy pro hledani komplexnich nul:

e Metoda kfivkovych integral (Cauchyova véta)
— ,argument principle method” - musime pocitat funkci i jeji derivaci
— ,ADR algoritmus” - staci znat funkéni hodnoty, slozitéjsi vypocet

e Disperzni funkce F(b) musi byt v uvazované oblasti holomorfni (regularni)

e Spolehlivé, ale velmi pomalé metody
— obtizné aplikovatelné pro hledani velkého mnozstvi vidU

e “Metoda sledovani korenli”:
— vypneme” vSechny ztratové mechanismy, najdeme realné koreny

— pomalu zvysSujeme ztraty a dohledavame nuly v komplexni roviné
jednoduchym algoritmem (napf. Newtonovou metodou).

e Mnohem rychlejsi, méné spolehlivé



Vlastni vidy kanalkovych vinovodu

Zy ik VXVXE —kie(z,y)E=0
V-(eE)=0
/ V.E=-1Ve-E=-V(ne) E

3
AE + V[V (Ine)-E|+ k§eE = 0

uplna vektorova rovnice
Oddélime pficné a podélné slozky pole: E=e(z,y)e" =e, (z,9)e"" +e, (z,y)e"”
Po Upraveé ALeL—|—VL[VL<ln5)-eJ—l—(kge—ﬁz)eL:O,
7
e, :EZO[VL‘S_‘_VL]'eL

Vidy kanalkovych vinovodi jsou hybridni — maji vSechny slozky pole nenulové

Pfiblizné metody: Marcatiliho metoda (separace proménnych),
metoda efektivniho indexu lomu,
Numerické metody: skalarni, semivektorové, vektorové (nejcastéji modalni, FD, FE)



Marcatiliho metoda (separace proménnych)

ALe(a:,y) -+ M -+ k:g [nz (a:,y) — Nzle(w, y) = 0 Separace proménnych:

¥ !
Zanedbame — maly ¢len n2 (:[:, y) = ni (x) + n; (y) —const
€T A '

Pfedpoklad: e(z,y) = e, (0)e, (y)

2 2 2
n, +n, —n 2
a s g d i ;
%0 R [n? — N2]e, @) =0,
dx - -
d%e, (1) - -
y 2[, 2 2 _
dyz +k0 ny—Nyey(x)—O,

N? :N§+Ny2—const

K tomu je treba modifikovat profil n(x)
v rohovych oblastech:
volme napr. const = ng

oy x>b ng, y<0 N2:N§+Ny2—n§

2 _ |2 2 _ | 2
ny =qny, 0<a<b,  ny=ing, 0<y<a, Vyhoda: jednoduchost;
staci resit planarni vinovod
jednou ve sméru za jednou v y

Nevyhoda: mala presnost blizko kritické frekvence (pole slabé vedené)

r <0 nf, y>a



Porovnani vysledkli Marcartiliho metody s presnym reSenim

Cim je vid slab&ji vedeny, tim vétsi ¢ast jeho energie se &ifi v rohovych oblastech;
efektivni index lomu se pro velmi slabé vedouci vinovody blizi indexu lomu
v rohovych oblastech substratu.

N,
N
presné reseni
Marcatiliho metoda
" index lomu substratu

" / index lomu rohové oblasti substratu

ali.




Metoda efektivniho indexu lomu
pro difuzni vinovody

A e(zy)+k [nz (x,y)—Nz]e(x,y) =0

B
»

1. Predpoklad slabsi zavislosti na y
e(z,y) = e, (ziy)e, (y)

d:ix o + kg | [ (z3y)— N7 (y)|e, (z;y) =0

Redime hloubkovou rovnici pro réiznd y.
Ziskame N_(y).

d2

2. Resime , lateralni“ rovnici
2
de, (y)

dy’?

+ kS

N2 (y)— N?]e, (4) = 0.

Vyhoda: jednoduchost, intuitivnost.
Nevyhoda: mensi presnost, zejména v blizkosti kritické frekvence.



“Rigordzni“ metoda vypoctu vedenych vidli 2D vinovodt

Metoda primek (Method of Lines, Mol) — vyZzaduje 1D diskretizaci, ~FD metoda

R. Pregla a jeho zaci, Fern-Universitat Hagen, SRN

Metoda sesivani vida (Film Mode Matching, FMM)

(mikroviny 1950++, fotonika Sudbg 1993, 1994)

pricny prirez vinovodu

X A
xmax
W
N 5:lis:2:“-is:S
: | NN
n=4 N |
n = |
| _I
n = | N
< : N T
Y1 Yo 1 Ys—_1 Y
TN | AN
Tini [ NN

n \ N
IS LS L LSS LSS LS LSS LSS LSS LSS LSS SIS S S S S AAY,

Pricné rozlozeni indexu lomu
musi byt po ¢astech konstantni

* Prirez rozdélime na lateralné uniformni
Jrezy”; kazdy rez predstavuje multivrstvu

e Najdeme TE a TM vidy v kazdém rezu

e Celkové pole vyjadrime jako superpozici
TE a TM vid(

e Na rozhranich mezi rezy splnime
podminky spojitosti teCnych slozek

Stabilni formalismus

L,immitancéni” (admitanc¢ni, impedancéni,
metoda rozptylové matice);

vektorové reseni



Zaklady metody FMM

Normovani:
(fﬂ?aC):kO(x,y,z), 6:]giv ko = wy/Eollys 2y \/ILTO \/7

ZL) v Yy 2 — 27 kOe 57 777 H LIZ Yy 2 — A/ 2Y kOh 57 777

Maxwellovy rovnice pak majitvar Vxe=ih, Vxh=—ice.

e(&€,m) je relativni permitivita vinovodu zavisla pouze na pfi¢nych soufadnicich

Pole v kazdém Fezu nezavislém na y-souradnici lze spocitat z derivaci dvou skalarnich funkci
— Hertzovych ,vektor(” (o jediné slozce):
h 0 h h N ¢ .0 N ¢
= xS fr(E)pl (n)e™ w =xY £ (&) ps, (),
m AN m /

lateralni zavislost amplitud
62’62 _ kN, z eiNZC

vertikdlni vidové funkce”

Zname-li 7, Uplné vektorové pole pak spocitdme pomoci vztah



Zaklady metody FMM - 2

Hertzovy vektory spliuji Helmholtzovu rovnici

Arhe 4 eqghe =0,

Ta je splnéna, pokud ,vidové funkce” f spliuji rovnice
d?f" (¢) 2] .1 d (1df 2
=0, + — (N,

rd v 7’ . . hj . A4 v 7 .
a laterdlni zavislosti p" (1), p°(n) jsou Fedenim rovnic

+]e(§)—(N7)

d2ph,e h 2 B h,e 2 h.e 2
-I—(N ’6) p" =0, pfitemz (N ) + N (N ) :
dnz Y Y

Z rovnic pro p"¢(h) pak snadno odvodime “lateralni pfenosovou matici“

p(77_|_A77) B cos[NyAn] Nisin[NyAn] | »(n) de o )_M
q(n+An)) | ’ a)| T Tay
—N sin [NyAn} COS [NyAn]




Zaklady metody FMM -3

UplIné vektorové pole v s -tém fezu je dano superpozici vidG:

TE
Sez(é,n):Q 5hh<§ >_Z($Nh )2 szlsfmh@)a

len) =N (e i (en) =L el )
fon) =Sl en) =T o)

aTM
s _h 1 sare \2 s e s pe syp€
1) = N m I (&), Thy (§,m) =0,
et (&) 55@; P i€ R (6m)
se 57 qufnsgfn she f; Zs es
_ZNZSpfnsgfn she 57 _ZZses
R g () = 1 df.

Im = e ele) de



Zaklady metody FMM — 4

Sifeni vidd uvnitf téhoz ,fezu” je popsano “lateralni pfenosovou matici“.

Na hranicich mezi frezy musi byt spojité tecné slozky intenzit poli.

S vyuzitim ortogonalnich vlastnosti poli vlastnich vidu a identit plynoucich

z vinové rovnice ziskame transformacni vztahy mezi “lateralnimi amplitudami” pa q
mezi fezy s a t v maticovém tvaru s diagonalnimi maticemi SNZ’Q, tNZ’e

p = (SNi)_l- StQ) . tNi ‘ tp, q = (t’SO)T _ tq _sly . tp,

5,0 Ohh 0 0 Nz s,tohe
kde SatO — : S,tX —
0 s,tOee —NZ (t,sohe )T 0
TE-TE __— TM-TM
A 5.t hh Sanax s rh trh s,tee mnax Sfe (f) ( )
oM — de, o = de,
A AR AL A L
TE-TM
g [ th VA g N [ SO O o
& 5 sNhZ £ dé‘ tg(f)



Zaklady metody FMM — 5

Ponévadz formulace zalozena na prenosové matici je nestabilni,
pouzijeme s vyhodou immitancni (impedancni resp. admitancni) formulaci:

Zavedeme immitancni matici U vztahem

a(n)=U(n)-p(n)

Pro transformaci immitanéni matice uvnitf jednoho (lateralné homogenniho)
rezu lze z maticové rovnice pro p a q odvodit vztah

Uto+-20) =2(r)=(r)[000)+ 2] "-5(o)

S(n) = Ny : sin_l(NyAn), T(n) = Ny .tan t (NyAn).

Pro transformaci matice U mezirezy sa t pak dostaneme

tU _ (s,tO)T . [SU (SNi)_l . S’t()' th: 4 s,tX

Podobné relace plati i pro transformace ve zpétném sméru souradnice n.



Zaklady metody FMM - 6

Disperzni rovnice je vytvorena podobné jako u planarni multivrstvy.

f A U—i— | U~
> ; <
fmax W
AN 52 i.{s:S
| N
n=2
n=3 |
N | |
n = 2 | t |
(@2 ' — -
RN 1 My 15 n
‘. | N

AL

Okrajové podminky ve vnéjsich rezech
urcuji hodnotu impedanci resp. admitanci;
pro otevrené struktury plati

U=+ Ny,
zatimco pro dokonale vodivé stény plati
U=0 or U'l=o.

Postupné transformace matice U z obou
stran do vhodné zvoleného mista prirezu

daji U" and U~

a disperzni rovnice pro NV, and p
je pak

(Ut -U")-p=0.

Z podminky nulového determinantu uréime N, a k nému pak najdememe

vektor amplitud pole p.



Vid TMy,

Priklad vektorového rozlozeni pole

VInovod , SOl pricné rozméry 400%X300 nm?,/ = 1550 nm



Jednoducha poruchova teorie pro planarni vinovod |

Neporuseny vinovod VInovod s ,poruchou” (hranolem)
S R.(N,) Ep RI(N)
E:C
53 [« L :} RS (N()) gs RS (N)
Disperzni rovnice: neporuseny vinovod: ‘poruseny’ vinovod:
: 2 2ikyd e, ~N?
RS(NO)RC(NO)BZZkOdJ%_NO _q R (N)R'(N)e —

—2mm

— 2arctan

So(N) = Zkod«/ch — N? — 2arctan

= 2kyd\Je, — N’ +i(InR +InR )—2mmx =0, fesenije Ny | S,(N,) =0
,Poruseny” vinovod (s hranolem v blizkosti povrchu):

S(N) = 2kyd\Je, — N® +i(InR +InR)—2mr =0,  TeSenije N.

RC'(N) je vysledny Cinitel odrazu od ,,porusené” vinovodné struktury.




Jednoducha poruchova teorie pro planarni vinovod li

Sy(N,) = 2/<;0d1/5g — N§ +i|In R (Ny)+1InR (Ny)|—2mm =0, neporuend’ rovnice

S(N) = 2k, /gg — N? +i[ln R (N) + In R/(N)| - 2mm =0,
S(N)=S(N,+AN)~ S(N,)+(dS / dN)N AN; ,porusend’ rovnice v 1. aprox.

2kd4/gg—N2+z1nR )+ In R/( 0)]—2m7r+(d5/dN)N

So(Ng) + z[lnR o) —In R (N, )] + (dS, /dN)N AN =0, derivaci aproximujeme
0 ° pomoci S,
AN =~ —i[ln R/(Ny) = In R (Ny)| / (dS, / dN) ;

0

AN;

1 dS . v v Vs o .o o
— _ - 20 ,perioda Sifeni“ ve vinovodu (,,Goostv-Hanchenlv posuv®);

ko dN |y

In R =1In|R/|+iarg R/,

AN =~ {[arg{R, (N,)} — arg{R!(Ny)}] - iln|R/(No)|} /(k, L)

zmeéna ef. indexu lomu vlivem malé poruchy



Fyzikalni interpretace metody

Pri Sifeni na vzdalenost

/ , »jedné periody” se faze viny
Ap ~ arg{R!(Ny)} — arg{R!(N,)} Jménio Ao,

zmeéna faze vlivem zmény Cinitele odrazu a amplituda ‘RC’J[krét

Vinovod s poruchou N
E RS(NO)RC(No)BZZkOd ST = 1
p |RC|, Ap,
RS(N)RC/(N)GZikOdJsg—Nz_ 4
=l i ANL _ ihg, MR || iAg
£ , I , e =e ‘e = |R |e
‘ |

‘RC" zmeéna amplitudy pole pri jednom odrazu

»Perioda sifeni” o . o
Goosuv-Hanchenuv posuv pri totalnim odrazu

— 1 dSO —
Ry dN| / \ \\
0
2dN d 2dN,

0+ d [argRs(N)}+

————larg R (N)| = +06, +46
/59 _ Ng d(kyN) d(kON)[ ] /59 _ Ng




Sifeni optického zafeni v zakfivenych vinovodech
Kazdy zakriveny dielektricky vinovod vyzaruje

Fazova rychlost viny linedrné roste s polomérem;
pro velké poloméry by prekrocila rychlost svétla v substratu.
Odpovidajici ¢ast prenaseného vykonu je vyzarena do okoli

Y

v(r) =v(R + p) = [1—|—£]11(R) <X
R n,
N=N +iN" N'">o0,
{ exp(ik,Nz) = exp(ik,N'z) exp(—k,N"z)

Zateni Cerenkovova typu (,rychla“ vina).
Pomoci poruchové metody je mozno ukazat, ze

_ 32

Nz—nf(nj—Nz) 2 (Nz—nf)
exp|—— kR

k’Nd(ng—nsz) 3 nsz




Metody analyzy zakrivenych vinovodu
Metoda konformniho zobrazeni pro 2D (planarni) vinovod

0°E  0°FE
O 2 + 2

Primy vinovod:
x 0z

+ kgn?(z)E = 0

E(x,z) = F(x)exp (ikyNz)

Zakriveny vinovod:

0%?FE  0°%FE

Ox? i Oy?

+ kgn?(r)E = 0

r=+z?+ 1y, x =rcosp, y=rsing

Komplexni proménna

Konformni zobrazeni

2 =x + iy = re¥

w = U+

w=1u-+iv=RInZ = Rln— + iRy,

R
r
U = Rlnﬁ, v = Ry
r u v
R eXp(E)’ TR

R

n(a:)A
Ny
nS
X
Y
o s
~ . p
n, .
8
R \
‘\
‘\
!
'y

M. Heiblum and J. H. Harris, "Analysis of curved optical waveguides by conformal
transformation," IEEE Journal of Quantum Electronics, vol. QE-11, pp. 75-83, 1975.



Metoda konformniho zobrazeni pro 2D (planarni) vinovod

O’E  E | .,

Konformni zobrazeni transformuje + 24k n (r)E —0
vinovou rovnici do tvaru Ou’ 0v* ° L
ny (u)
Mo, (U) = %n(r) = exp(%)n[}%exp(%)]... ekvivalentni profil pfimého vinovodu
u r R+
Ekvivalentni profil: r=R+p, p<LR, EZIHEZIH I P %%7 U~ p,
u o Iy u U r
exp|—|~exp|=|~1+—=, n,(u)=|14+—[n|R 1—|——] ~ —n(r
p[R] p[R] PR R )~ R
Pavodni profil Ekvivalentni profil Silny ohyb:
optické ,whispering
n(r), Meg (1), tunelovani eg\U)y  gallery” mode
il
— N,
nsk\ 0
)

nedochazi k odrazu
na vnitfnim rozhrani!

>
u

7

Sy

o
<A/
o



Rigorozni reseni vinové rovnice

prstenec zakriveného 2D vinovodu
Polarizace:  E | x°; ai =0 (kolmo k roviné
T

zakriveni)

E(r,¢) = E, (r,p)x° = ¢(r) exp (ivp) x°
VInova rovnice (z Maxwellovych rovnic)

VXxVxE=VV-E—AE = —kin*(E,
0

A E, +kin*(r)E, =0,

x
Besselova rovnice

r d [T dw(r)] + (kgnzrz — Vz)w(r) =0,

dr dr
prstenec: ' r<r disk:
T T = Ny, 7 <1
nr)=1in,, n<r<r n(r) =
() 29 1 = 12 () n3,T>T2
disk 71y > ng N3, T >




Zakriveny vinovod, nebo mikrorezonator?

D H(yl) (nzp)
n3

Podminky spojitosti na rozhranich 7, 7

E_ spojité =

X

Y(r) spojité

p = kgr
HSO SpOJlté = 8¢(T) SpOJ'té
or

"131//(711,01) _nZ‘]l//(nZIOl) _nZYzj(nzpl) 0 A
BJy(nZP) + ‘]V(nlpl) _JV(nZIOl) _YI/ (n2pl) 0 B

/ :
+ CY,(n,p) 0 —nyd,(nypy)  —nyY, (ngps) nsH(yl) (ngpy)| |C
D

0 —Jy(nzpz) _Yy(nzﬂz) H,(/l)(anz)
DH (nyp) 1y
ng nZJ’V <n2p2> nSHS/) <n3p2> | A _ O]
1
J, (nzpz) H(y> (n3p2) b 0

det(...) =P (v,w) =0

zakriveny vinovod

rezonator

...disperzni rovnice

pro v nebo w

o o o o




Rigordzni reseni rovnice
pro 2D prstencovy a diskovy mikrorezonator

Numerické problémy:
v blizkosti rezonance, pro r~ R, w =wvc/ Rn,, kyn,r =n,p ~v;

Programy pro vypocet cylindrickych funkci pro realné i komplexni argumenty
selhavaji pro (velké) argumenty blizké radu cylindrické funkce.

Re3eni: napsat vlastni program (doktorand L. Prkna, obhajil 2004)

Zaklad: Uniformni asymptoticky rozvoj

M. Abramovitz, I. A. Stegun, Handbook of mathematical functions,
Applied mathematics series — 55, NBS, Boulder, 1964

L. Prkna, PhD prace, MFF UK 2004

Kiran Hiremath, PhD prace, Uni Twente, 2005



»FMM mode solver” pro zakfivené vinovody

. (L. Prkna et al., IEEE PTL, Sept. 2004; IEEE JSTQE, Jan. 2005 )

é-Hl ax %

Pristup velmi podobny
jako u primych vinovod(;
radidlni zavislost misto
laterdlni.

Problém:
Cylindrické funkce misto
trigonometrickych.

p = kyr
1. rozdéleni struktury na radidlné homogenni useky (,,fezy”),
kazdy fez je povazovan za multivrstvu.
2. Pole v kazdém rezu je vyjadifeno pomoci TE a TM vidu multivrstvy.
3. Na rozhrani mezi fezy jsou aplikovany podminky spojitosti tecnych slozek.

» 7Zddnd (nebo mald) diskretizace
" Pole v kazdém rezu je popsano analyticky



Priklad rozlozeni pole v mikrorezonatoru
s velkym kontrastem indexu lomu (SOI)

Si/SiO, prstencovy mikrorezonator,
R =2pm, ng =3.5 ng, =1.45 n, =1 A=1.55um, h =360 nm, w =500 nm.
E E E

T T 2

-

-
Kvazi-TE,,

e P

Kvazi-TM,

E 1 S S

Kvazi-TM,,



Vypocet pole v obecné vinovodné strukture pomoci rozkladu ve vlastni vidy

Slozitéjsi vinovodné struktury:

rigorozni formulace metody vazanych vidu

podélné homogenniho vinovodu

1.

=0 (

Vlastni vidy vinovodu s permitivitou T,Y):

Ortogonalita a Uplnost spektra vlastnich vidd

B,
_ffe xh -dS== ff e, x ‘5‘%

Obecny vinovod s permitivitou € (z,y,2) :

E (z,2,y)= Z[au (e, (x,y)+ b, ()€, (x,y)],
1

HJ_ (377 2 y) — Z[a’u (2) h,uJJ_ <$, y) o b,u (2) thJ_ (SB, y)]a

W
Presné reseni vede na soustavu diferencidlnich rovnic 1. radu
da, (2) , B
L= =i, 0+ 3 |KL e, )+ K (b, @),
dbu (2)

dz

E, (2,9,2) =
H, (z,y,2) =

= —iB,b, (Z)+Z[KMV (»a, )+ K, b, ).

18,2
Ae, (,y)e™,

Ah, (x,y)e

) zﬂﬂz



Rovnice pro pomalu proménné amplitudy

. 18,2 . —i3,2
a,() =4, e, b,(z)=B, (e .

%:eiﬁ“zﬂ—l—zﬂa %:e—iﬁuzdﬂ
dz dz HoR dz dz

Dosazenim ziskame

B i (e () ek () i ()

p,q =1nebo —1

e (z,2,y) — eV (2,9)

e, e  drdy,




,Bornovo priblizeni“ — aproximativni reseni

Soustavu rovnic zkusime integrovat:

dz ~ fz K++ 8= )2 4 (z) +K;V_(z>e_i<ﬁ“+ﬁ”)sz(z> dz,

LA, (2) 4 K, (2)e B, (1)

,uu

—dszZ

Za predpokladu, ze amplitudy se méni pomalu, pro nevelké z pfriblizné plati

AR~ 4,0+ 4,

f K (2)e Ve ar 4 B (0) [ Kt (2)e Vit g
0 0

Y

(2)e’ (8,48 ) “dz + B,(0) Z K;V_(z)eiw“_ﬁ” )Zdz .
0 0

B,(2) +Z

Integraly jsou ,,vyznamné nenulové”, pouze pokud integrované funkce
neosciluji rychle.



Rovnice vazanych vin pro pomalu proménné amplitudy

ZjednoduSme soustavu rovnic ponechdnim pouze ¢lenl spliujicich
podminku fazového synchronismu:

% ~ K++(Z)€_i(ﬁu_ﬁl/)z
dz v

A (2)

v

Pro pomalu proménné amplitudy pFiblizné plati A (0) ~ A (0).

oime e 5,5, =, (o), ) + L[5, () 1 (o] o)
8 (40) =8, (o) + =)
Pak pokud @o = B
v, -N,, /
T(z) = Au(z) ~ 0 K++(Z/)e_i(ﬁu—ﬂu)zldzl ~ 0 K++(Z/)6_Z ¢ <w_wo)zdz/.
2,0~ K ) o

Spektralni charakteristika prenosu je priblizné dana
Fourierovou transformaci podélné zavislosti Cinitele vazby



Vzajemna vazba dvou vin

Pro vazebni délku podstatné delSi nez je délka zaznéji mezi vidy se uplatni
pouze Cleny blizké fazovému synchronismu:

Pro ,,doprednou” vazbu

% _ gttt ++ —i(ﬁ,,,—ﬁy)z
K™ (2)A (2) + K" (2)e A (2),

dz foh H H

dA 1 -0 |z
o ki@ A () KAL),

dz 1 1t

Pro ,,zpétnou“ vazbu
1o gt (8,48, )2

E - o (’Z)AM(Z) + KMI/ ( ) BV( )
dB




Aproximativni metoda vazanych vidu

Dvojice vazanych vinovodu @l(x,y):} } \> \> \>
)
/

nejsou ortogonalni! ez(x,y) } } }

E(z,y,2z) =~ a zye (x,y) + a,20e,(2,y)

da
d—zl = B0, (2> + KA, (2D Zachovani vykonu v bezeztratové strukture:
da
2 . . % * _ . *
E—mﬂal(z)—kzﬁzaz(z) %<a1al +a2a2)—0 = Ky = Ky
Zﬂ1+52z 5
o () =a(0)e 2 [cos 6z —1(AB/2)sin 62], 6= \/(Aﬁ/Z) + k1901,
o Zﬂﬁfﬁzz 1 2
a, (2) = Qg (O)ge 2 sindz; Py (2) =|a, (0)" |= sin® §z.

Problém: neexistuje jednoznacny zpUsob vypoctu Cinitele vazby
(uloha neni exaktné formulovanal)
Exaktni reSeni ukazeme pozdéji.



Aplikace teorie vazanych vidu:
konverze vidli na vinovodné mrizce

B A 8,
e E——
 —— ——
Kl (z) = ZKijm mkz K = 2% B, ~ B +mK

Prom =1

d—Ai = i/ieiAﬁzAd (z), AB=p,-0,—K

a2
% =ir e YA (2), k=K
Reseni s potateéni podminkou 4, (0) = Ag, 4,;(0)=0 je
A,(2) = A, ge o [cossz —i(AB / 26)sinéz], 5 — \/(Aﬁ /2) +s[
4,(z) =i 2 R 4, (=) = 4, of s

Pro AB=0 |4, (z)\2 = ‘AY.O‘Z sin |kl 2 Uginnost miiZe byt teoreticky 100%



Spektralni zavislost konverze vidl na mrizce

E
o
|

0’8'_ K= 2,5><1O'3

0,6- .
: k= 1x10

0,4-

Conversion efficiency

096 09 100 102 1,04
Ahglhg

,Dlouha” mrizka s malym Cinitelem vazby ma uzkou spektralni krivku konverzni ucinnosti



Zpétny (braggovsky) odraz na mrizce

R

B, K ~ 20,

% _ z'ne_iMZBd(z), AB=p,+3—K ReSeni s okrajovymi podminkami

By _ ™54 (), k= K 4,0)=Ag By(L)=0 je

dz d,i,1°

2

Az2) = 64, [5 cosh &z —i(AB / 2)sinh 54_1, §= \/\m\z ~(ap/2)

. 28, Agl
B (z) =ik A@,oe 2 1§cothédz — z7l
Pro AB=0
2
‘R‘Z _ Bd(O) _ ksinh 6L ‘Rz‘ _ tanh? k| L.
A, §cosh6L —i(AB / 2)sinh 6L




Spektralni zavislost ucinnosti zpétného odrazu

1,0

0 8_- K= 2,5X1O_3

0,64 K = 1x10°3
-

Modal reflectance

0,96 0,98 1,00 1,02 1.04

Mgl

Uzka spektralni kfivka konverzni Géinnosti vyZzaduje maly &initel vazby a dlouhou mfizku



Metody ,Sifreni optického svazku” (BPM)

Metody pro vypocet rozlozeni pole optického zareni
ve slozitéjSich podélné nehomogennich vinovodnych strukturach

Slozitéjsi vinovodna struktura

A4 Vd . ’ rv Vd \\\\v
Rozlozeni optického zareni -\ S




Princip metody FFT BPM

Predpokladame, Ze rozlozeni pole je popsano Helmholtzovou vinovou rovnici
(zanedbavame vektorovy charakter pole, aproximace pro ,slabé vedouci” vinovody

AE + kin?(z,y,2)E = 0

2
1 E
Upravime na tvar gzz — —[ALE 4+ kgnz(x,y,z)E] — _12E
E
neboli %—z — +iLE = +iJ A, + k&n®(z,y,2)E
Formalni feseni: E(z,y,z + Az) = exp(iAzL) E(z,y,2)

Volba znaménka urcuje smér Sireni viny!

Problém: co je to L = \/AL + kgn®(z,y,2) a jak to spocitat?

Operatory A a k:gnz(x,y,z) vzdjemné nekomutuiji!



Predpokladejme, Ze opticka nehomogenita prostredi je slab3,

n®(z,y,2) = e, + Ae(z,y,2), Ae < g, A, < kie,
Pak
L=kc+ A, = ke, + A +kAc = ki, + A, + kAn(z,y,2)

Ukazeme, Ze operator exp(i\/kgss + Alz) popisuje Sifeni viny

v homogennim prostredi s indexem lomu N, = /€ - Necht

E(z,y,2 = 0) = % ff:o f_o:OF(kkyz = 0)expli(k,z + kyy ) dk, dk,,

F(/{;x,ky,z = O) = %fo:o f_O:OE(x, Y,z = O)exp[—z’(kx:l: + /{:yy):da:dy
Pak

E(z,y,2) = %f’o [ F(kky 2= O)exp(i\/kges —k; — kiz)exp[i(kxa: +kyy)

dk,dk,

— O — O

neboli  F(ky.k,,2) = exp(i\/k:ges 2 kyzz)F<kk:yz —0),

F(k k z):exp(iLz)F<k k z:O).

xrrY? Ty



Siteni viny v homogennim prostfedi s indexem lomu n,

popisuje tedy ve spektralni oblasti operace nasobeni

F(k$,ky,z> = exp(i\/kgss — k2 — kyzz)F<km,ky,z = O), ng, = /&

Formalné mlzZeme tedy psat

E(z,y,2)= exp(i\/kgss - ALz>E(:c,y,z =0)

Operatory \/kgss +A, a kyAn(z,y) vzijemné nekomutuji, proto

My ale potfebujeme spocitat exp {z [\/kges + A + kyAn(z,y,2)

exp {z’[\/kgss + A + kyAn(z,y,2) z}exp ikoAn (z,y,2) 2]

z} = exp{z’[\/kgss +A,



Pouzijeme tzv. “operator splitting” method: pfi Sifeni na malou vzdalenost Az

Az}

exp {i[\/kges + A + kyAn(z,y,2) Az} i

Az}exp[zkoAn(x y,2) Az exp{ [\/koz-: + A

~ exp{ e+,

Aproximace plati tim lépe, ¢im mensi je krok Az.

D4 se ukdzat, ze chyba je Umérna (Az)z.

Zjemnovani déleni operatoru je identické se zmensovanim kroku Az.
Jednoducha fyzikalni interpretace algoritmu:

exp {% \/kgas + A, Az}

Siteni v homog. prostiedi na vzdalenost Az fazova korekce Siteni v homog. prostiedi na vzdalenost Az

% \/kgas + A

Az} exp [ikoAn(:I:,y,z)Az] exp{

To je princip metody Sifeni optického svazku zalozené
na rychlé Fourierové transformaci (oznacované jako FFT BPM)



FFT BPM
E(z,y,2 = 0) E(x,y,2)

Sifeni ve volném prostoru: prechod do spektralni oblasti pomoci FFT,

ndsobeni faktorem exp(i\/kges — kg — kyzAz/Z), zpétnd FFT

Fazova korekce: nasobeni faktorem exp|ikgAn (z,y,z) Az]

atd., atd....

Vyhody (pro 2D): relativni jednoduchost, rychlost

Nevyhody: pouzitelno pouze pro , paraxialni“ struktury
s omezenym Uhlovym spektrem



Princip metody konecnych diferenci (FD)

Metoda konecnych diferenci: diskretizace, prechod od derivace k diferenci

U(x) — u :U(:Izm), =1...M,

m

u — U
dU ~ m+l m—1

dv —  2Az
u =DW.u
dzU ~ um—l—l B zum T um—l
2 2 ’
dx (Ax)

v =D? .y

r =z +mAx
J 0

1
-1 0
0 -1
0 O
0
1
1 -2
0 1
0 O
0




FD BPM

Rovnice pro vilastni vidy jako problém vlastnich Cisel maticového operatoru

— E + k§[n*(x) - N*)|E =0 — {D@ 4 k§[n* — NI]} E =0,

(D + kfn®)-E = NI-E

»,Fresnelova” aproximace:

82E 2,2 2
g = —[ALE + kgn (x,y,z)E} = —°F
D, -E=iyD? + k%% E = iL-E L je nyni matice

-1
L = {D® + k2n? ~ D@ + k2n?I + %kO(JD@ + Rn2L) " AL

L, = D? + k202, L=~L,+ %kOL_Ol - Anl

Omezeni na , paraxiadlni” Siteni v dusledku ,,Fresnelovy” aproximace



Padého aproximace

2
E
(Z) +[A +kin(z,y,2)|E = 0; volme E(z,y,z) = exp(ikgngz) ¥(z,y, 2)
22
U(z,y,2) ... ,pomalu proménnd amplituda“
(‘3 \I’ ov
Pak + 2ikgng ——+QU=0, @=L~ kong = A, +k (n® —nf)
.y , VS o . 0 1
v symbolickém operatorovém vyjadreni — —ia—s =1aQ), a= :
neboli g[l— 1 i] = 1aQ.
0z 0z 5 -1
Padého aproximace vychazi z formalniho vyjadreni 8 za@[ — 8_J
2z 2z
a postupné substituce. 9 _1
Padého aproximace 2. fadu: Ep ~ 10Q (1+ 042@) :
2z

~1
3.fadu 9 o ia@Q + ia’Q* (1+ 2a2@)
0z atd.

Ve FD aproximaci je Q maticovy operator, takze je ho mozno explicitné vyjadrit.
Predchozi vztahy predstavuji parabolické rovnice, které Ize relativné snadno resit.

Postup je moZno aplikovat i na vektorové rovnice = vektorové metody BPM



Alternativni metody BPM (skalarni aproximace)

> 2 Ih’\r'-\.’\'\r\ fm_mam ZMN"A\,
formal sclufn;n_ o ) 2D Helmholtz equation ';q"b-.f R¢=0 z=k_z l-ABCA:'q‘EE :
Nz A= 2702 ) + (I RA% (2,) ‘ E e |
e T2 2 : me See o | R
often neglected TE: ¢= E, R= Vi+n TM: ¢= H, R=n"V.n"V+n |ABC & o {1 z) gl
re!resentatiun by eigenmodes SVE - ansatz!-;b = glime E'q!
~ . < .
factorisation
1. Field expansion method SVE equation: Helmholtz operator for
N _ o propagation in + z direction
0= Y X, @)(A e % B, eih) d'ﬂ;- Enod—+ Qy=0 ;
i=1 £
]. i =+ i 2 = ] =
X (x) by transfer matrix method, e Ron’ e =+ [dz J“o('il"' Q@ In, 1) V=10
Rayleigh - Ritz or other methods ° ER _
@ m o —
discretisation: ¢ - ¢, R~R wide angle expansion LQ = 1+ 5 QIng+ 0(QY)
___ 9 . 2 . <
2. MoL. - BPM: ¢= eT:A+ T°B recurrence relation paraxial approximation
d=To TiRT= 2 ﬂdf: 1+._t':rd = g"ql_ ij Padé (Fresnel equation)
z E p—
impedance/admittance concept for d i = approximation of d'l_lj +ijaQy=0 a= %n;l
field transfer N.D are polynomials of Q dz _

series expansion for the forward propagator

T = discretisation
e.j VRAZ e RAZZ _ P leadsto an
"~ @jVRazz P*

P is a polynomial of R

discretisation by FD or FE schemes: ¥V =V (vector), @ - @ (matrix)

= =

analogous scheme

Crank - Nicolson scheme
n
1+ a*@)wric
=1 1

efficient solution by split steps

= k
II(I+a.Q)¥
1=1 1

n=1

leadsto

. 2

Crank - Nicolson scheme
lI-jarz@)p™

= (It jaszQ)Y"




Metoda obousmérného rozkladu ve vlastni vidy (BEP):
(,,rigorézni“ vektorova metoda)

I I I Xmax
vrstva 'L | | |
X
A ' I I
vrstva 1 | | |
I I I Xmin
Y% o |12 2zI 3zI SZI L2 Hz z=L
vstupnivinovod | usek1 | usek2 | ...  |useksl .. | usek S | Vystupnivinovod
s=0 | | | | I | s=5H

S S[ SN
sHy - Z Spm(z)sfm(x)’ = Z -
Yy m m

- (o) 'q,,(2)°f, (@),
JEEAN _/

, AN
kompl. amplitudy  vlastni vidy s-tého Gseku vinovodu




1. Vypocet vlastnich vidi v homogennim tGseku

d28
f—";(x) + kg [Se(x) — SNT?,L] °f (x)=0 pro TE polarizaci
dx
d 1 dsfm(m) S S S
e e ]+ ké[ e(z) — Nfl] fo(x) =10 pro TM polarizaci

Regeni metodou prenosovych matic (pfiéné rezonance)

2. Zavedeni (pricné) immitance (impedance)

3. Sifeni v homogennim tseku jako transformace immitance

(Ize odvodit z metody prenosové matice po delSich Upravach)
-1
+

-1

-1
‘u(z+ Az) = —i

tan(kOSNAz) sin(kOSNAz>

-1
iE

u( %) — cot (ko SNAz)

sin(ko SNAz)

plz+ Az) = z[ "u(z) + i cot(k, SNAZ)}_l :

-[sin(ko sNAz)]_l - p(2)



4.

5.

6.

Prechod mezi homogennimi Useky

au:(aN)_l-aQO-bN'bu-QaO, bp:an.ap’
bu:(bN)_]-'bgO'&N'QU’QbO. bq:bN_l'QaO’aN
max @ b max @ b
TR e A GO PR T e ACY A
<" (z) . (@)

Vypocet odrazené viny na vstupu struktury
1 1 1 1 -1
a—(0) = R-ta*(0), R — [ u(0) —IH u(0) +1}
Vypocet rozlozeni pole ve strukture
'p(0) = “a*(0) + *a~(0); "q(z) = "u(2)- "p(2)
Immitancni formulace — dobra numericka stabilita metody

Okrajové podminky — ,dokonale prizpisobené vrstvy“
Analyza 1D periodické struktury s pouzitim Floguetova

— Blochova teorému



Aplikace na periodické struktury
(fotonické krystaly)

Kombinace metody rozvoje ve vlastni vidy s Floquetovym teorémem:

Je-li struktura periodicka a 'A* je pfenosova matice jedné periody
pro primy a zpétny prichod, /-ty Floquettv-Blochtv vid spliuje podminku

l
p

l
AAE. Pl exp(+i¢) |

l
q q

Jakmile zname Floquettdv-Blochlv vid a jeho ,konstantu Sifeni” ¢/,

prichod strukturou o L periodach je jednoduse popsdn vztahem

l l

[
L
AP :(AAi) AP | = exp(ing)|® |.
q q q

(Formulace pomoci rozptylové matice je numericky stabilnéjsi).

P. Bienstman: CAMFR, camfr. sourceforge.net




Problémy ,,standardni“ metody BEP:

Pro numericky vypocet je treba pracovat s konecnym poctem vidd,

ty vSak netvori Uplny systém. V rliznych sekcich jsou navic tyto systémy
rizné. To vede k nejednoznacnosti splnéni podminek spojitosti te¢nych
slozek poli na rozhrani, k naruseni reciprocity a v bezeztratovém prostredi

ke vzniku ,,numerického utlumu®,

V pfipadé ztratovych materidl(i s komplexni permitivitou nebo pfi pouziti PML

je treba hledat relativné velky pocet vid(, tedy hledat velky pocet nul slozité
komplexni (analytické) funkce v komplexni roviné. Vypocet je ¢asové narocny

a jeho urychleni byva na ukor spolehlivosti (nékteré nuly se nemusi podafrit najit).

Jednoducha alternativa:

Metoda zalozena na rozvoji v harmonické funkce:




Metoda Fourierova rozkladu (v rovinné viny) (Ph. Lalanne)
g = kox

e &1 L————— AEDED.
h — > gL (/ (\
&o

AN

AN

Rozklad do soustavy funkci
( = rovinné viny)

Fyzikalni interpretace:
periodické opakovadni struktury
Pro neperiodické struktury
oddéleni , period” pomoci PML




Metoda rozkladu ve Fourierovu rfadu (2D)
f = kox

gL%
| i )/ 7

fM

0 —>

C:koz

\

Ortonormované ,vidy deskového vinovodu”

, . 2 . |mm
elektricky/magneticky “m<f):\/;smly(5_€0 , X=¢ —§&, m=12..,00

vodivé stény

u(,) = u(¢,) =0 (&) = w, (€)= 0
také potrebujeme 0 (f) = \/%, v (fo) = (gL) —
2 m —D)m
v’(§0>zv’(§L):o’ vm(f):\/;cos ( ) (f—fo)\, m=2,...,00

Vzéjemné relace: u (f) = %vmﬂ(g), v (5) ="y (f)



Problém , spravné” fourierovské faktorizace

P. Lalanne and G. M. Morris, JOSA. A, vol. 13, pp. 779-784, 1996:
Idea: Fouriertv rozvoj spojité funkce konverguje rychleji nez rozvoj nespoijité funkce

Lifeng Li, JOSA. A, vol. 13, pp. 1870-1876, 1996:
Postaveni myslenky na solidnéjsi matematicky zaklad

D(z) = e(z)E(x) = FE(x) = ZEmum(x), D(z) = ZDmum(a:)
V mnoha pripadech je € nespojité. " "

1. TecCné slozky intenzity el. pole jsou spojité na rozhranich, tedy

D, = [[5]] -E, ﬂsﬂmm, = f u, (z)e(z)u, (x)dr,
Linin Toeplitzova matice

2. Kolma slozka intenzity elektrickeho pole E je narozhraninespojita, D, je spojité:
xmax

B= 2] D nebo D= [4"n [2] = T Lo
Obecné tedy pro konecny pocet cleni rozvoje "
: e] o D | . E
Ba .ﬂ D | | o |[]7/8H—1 E,




Rozvoj s kone¢nym poctem ¢lenl a jeho maticové vyjadreni:

f@yzﬁie%%%@>em.

TE vidy:

UUD‘ Uf — ’Uh

"g(&) = NT(¢)
UUD. Uh — Nug_ Ug. Uf

==>

e = J i (€)e(€)u, (€)de
0
U’UD — _’UUD — Mé :
mn mn X mn
(I )

£le) -, :1
9(¢) =g hlg)—~ "h=|
TM vidy: "y

= S 0 (€)e(6)r, (€
Sur
1
N = | U \&) 774, (§)dE
ol
118—1 qu)mml _ 5mm . %mm/(vg—l)m—i_l’m .



Rozptylova matice spojeni (konkatenace) dvou sousednich sekci

la ) ) ’h b
Si1 Sy, Sy S |
1b 1821 1822 Za 2821 2822 3a
1 1 1 1
b| |S; "S,||a b| |°S, °S,||%a | (S, S,||'a
2.1 |1 1 21’ 3 |7 |2 2 3 = |3 |T 3
a S, S, b a S,, °S,, b a S,1 Sy b




Periodické struktury a Blochovy vidy

Oa Kt
Siu S} [ ] (Su Sp | (S S | (Su Sp
01, Sy Sy Sy Sy Sy Sy Sy Sy Ko
< — — — ——< »

Zobecnéna uloha vlastnich cisel —Blochovy vidy

‘B =

Transformace mezi lokalnimi normalnimi vidy a Blochovymi vidy:

B-T

a aB
[b] -5,
Rozptylova matice K period v bazi Blochovych vid(
0 (IH—)K
S8 = , Tt =diag(v, %2, )5 || <L i=12....M

(T 0



Numericky stabilnéjsi formulace rovnice pro Blochovy vidy

Konstanty Sifeni Blochovych vid( v zakdzaném pasu jsou komplexni,
7 tak mohou byt v modulu velmi velka cisla.

Lze najit stabilnéjsi formulaci ulohy:

0 S5 | |3 — 1+ ~)L =Sy I+8p)| |y
I —5») (b L+8; 5z b,
neboli
-1
=Sy IT4+S8, | [0 Sy Wl o™
IL+8, 5y I —55) (b by |
kde

G=014+7)" y=G6G"1-1

Vlastni Cislo G je zfrejmé malé.



VYUZITI SYMETRIE VLNOVODNE STRUKTURY

Rozstépeni rezonance mikrorezonatoru vlivem poruseni symetrie vazbou na vinovod;
pri symetrickém a antisymetrickém buzeni jsou rezonancni kfivky posunuté!

Symetrické buzeni: Antisymetrické buzeni:

— el. wall 8

o, N
00008

TTA




3D METODY ZALOZENE NA FOURIEROVSKEM ROZVOII

b

51(37 y) | €5 a:ﬂ gy(z y
* 2 * 2y 23

« PMLs

0y (2) (L)
Vlastni vidy: e”i (wy) e @) eT(”L (z9) m=12...M
h(z,y)  h(zy) by, (z,9)
o _ EY = EY] +E}) = Z[aﬁ,{)(z) - bfg)(z)]eﬁz(x, y), ) b0 . komplexni
Modalni rozvoj: _ | o om | | _ T .
HY = H(f]i +HY) = Z[“%)(z) _ bﬁ{)(Z)}h(jin(:I:, y), amplitudy vidd
Rozptylova matice: uvnitf homogenni sekce: pfechod mezi sekcemi
- : iBDAz, () ()
b(z;4)| _ S . 2 (z) g —| Y ¢ e ’ 1(Zj TN fzj ) :
a(])(zj) b(]>(zj) ’ ﬂ(j)AZj a(]+ )(Z]) \ b(]+ )<Z]>
pY a® prekryvoveé integraly
Vysledna matice soustavy —S.

all) 0

95



KOMPLEXNI TRANSFORMACE ve 2D

Transformace nekonecné komplexni oblasti do realné konecné

T
i |
i €
€ € € LA ELI 2 EL(I"S o 6Lar ’Lll -2 ngvLy -1 EL,.,L
Ll €2 €L 3 L.L,-2 |%r-1| € 2 ; 2oLy
T b Ty L,' _1 E E €L 1 3 6 E 6
; S | ) — L-1L -2 (1 -1 -1 €L _1p,
O, L, 1, 12| °r13 oo | € a2 |fran, | € g ) - — = =L,
/ = e & Er _ g e
L,—21%L, 272 L,-23 L -2L-2 €5 _>7 4| ¢
. £, 2151, 22| ©L.-23 fL-2L,-2 F a5 a|€; oy N v i 0% L,-2L,-1| <L, -21I,
: ° Yy (] X
2 Y
z} 3
: € € € € €
€31 | €32 €34 & 1,2 €31 11 &y 31 32 33 3,L,-2 3,L,—1 = i,
fL’”
2| e 15 c 2| e,y | € - - p 5
2| 21| <22 €23 EZ,LIJ72 2,L,-1 G2, P : 2,2 23 2,I,-2 2,L,-1 2L,
z )
1
€1 | €12 13 51,L,,—2 5LLy—l ELLy &1 | &2 €13 & L,-2 & L1 ELLy
/ 1 ... 7 7 Y 7 7 // 7 7 ™
1 Y2 Y3 Y, -2 Yo, Y % Yy yg yLy _2 yLy ) y

0 0 0 0
o = e 5y =5y
Aplikace rGznych typl okrajovych podminek

h =0, =0 h.=0,h=0 Y1 e =0,e=0

., m
Il
=
Nm
Il
-

j = | 1 | |

=0 i I electric e=0 e=0 magnetic 1 2=0

h=0y | walls e=0 ¢=0 walls 1 =0
I | I | |

electric walls

-

magnetic walls magnetic walls electric walls



,H-FORMULACE“ ELEKTROMAGNETICKEHO PROBLEMU

Za nezavislé skalarni funkce volime pricné slozky vektoru H

Z Maxwellovych rovnic ziskame

1 7 ahm " ahy
1 9| oh Oh,
€ = Nh - ¢ ay// € o1 + ¢y ay//
1 o[ on  on
€, = N Nh __Cx (9$”[ Cy o1 + ¢y ay//
| 0Oh Oh,
€, = m 8:13” — ¢ (93/’ y

a dostaneme rovnici pro vlastni vidy v H-formulaci:

le 0 c 0 N c & c 0
A T 5y yay// . T 9y yay// .[hl’]NZ hx
e 0 o .o, o 'lh h,
y ay// Cp oz Y ay// T 9




|

FOURIEROVSKY ROZKLAD |

(x",y (y”)exmn, m=1.,M,n=1.,M +1.
e(x”,y”):vxy (x”)u (y”)eymn, m=1.,M +1 n=1.,M,

(" y") = v, (z")v yn(y”)ezmn, m="L.,M, +1 n="L.,M +1

)

)

<
E

<
3

= v, (2 ”)Uy,n(y”>hx,mn> m=1.,M +1 n=1L1..M,
y”>hy,mn7 m:L"'aMg;a n:L,My+L
y//)h m :]_,...,Mx’ n :L’My

z,mn’

— ua:,m( ) y,n

(
h(z",y") = u,,, (z")u,

Y

(Pfedpokladame Einsteinovu konvenci scitani pres opakované indexy).

Rovnice pro vilastni vidy prejde v rovnici pro vlastni Cisla a vlastni vektory matice:

“ml] 0

0 uv

WH”H wou v vv[[g]]l
UUH”H ugee _ww vv[{g}]—l

H

UUCU UCUU .
H

) ’UC’UU _UU,CU

I 0
0 I

X

= : . N2
+ i :

Y

n||

Y

Matice C zahrnuji fourierovsky rozklad transformaénich funkci ¢, (") a ¢, (y")



FOURIEROVSKY ROZKLAD I

.., 0 N0 0 0 . .,
Transformaci derivaci @—%(m)ax/n 8—?/—%(9 )8y// rovnéz rozlozime

v harmonické funkce

du_(z") dv_ (z")

cx(x”)f‘;’;”T: %m,(a:”)““ em'm? cx(:lz")?T: x,m,(x”)““ om'm
du n(y”) dv n(y”)

Cy(y”)ZT - vy,n’(y”)wcy,n’n’ Cy(y”)yc;fT - uy’n,(y”)“” y,n'n’

a zavedeme ,, dvojrozmérné“ matice C

U’UCU — UUCm ® ’UJIy7 U’UC’U — UUCx ® UIy, ’UUCU — ’U’UJC:E ® UIy’ UUCU — ’UUCx ® UIy’
UCUU — qu ® UUCy, UCUU — UI:B ® ”U’U,Cy’ UC’LM) — UIy ® UUCy, UCUU — UI:E ® UUCy.

Rovnice pro vlastni vidy prejde v rovnici pro vlastni Cisla a vlastni vektory matice:

[I 0 “ml] 0
0 I

0
kde symboly ||n]|],||n|| a |¢] oznaduji,spravnou” fourierovskou faktorizaci ve 2D.
DalSi postup (rozptylové matice a jejich konkatenace) je analogicky pfipadu 2D.

] e e el |
UUH”H ugee _ww vv[{g}]—l

UUCU UCUU
’UCUU _UU,CU

Hil?
H

_|_

Y



PRIKLAD APLIKACE 3D METODY

Modalni transmitance a reflektance

v zavislosti na velikosti stérbiny
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Coupling loss (dB)

VAZEBNI CLEN SE SUBVLNOVYM MRIZKOVYM VLNOVODEM

P. Cheben, P. J. Bock, et al., Optics Letters, vol. 35, pp. 2526-2528, 2010,
I. Glesk, P. J. Bock, P. Cheben, et al., Optics Express, vol. 19, pp. 14031-14039, 2011.

Top view

Coupling from SOI
nanowire 450260 nm?

l I l l l ' l ' - into a 2x2 um polymer
1 Um a 1.3 waveguide
& 2 short coupler: 60 segments
% 1 long coupler: 120 segments
S
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450 x 260 nm? Si
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2 M, =50 (horizontal)
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081 @ Eigenvalue matrix size
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i A T T TM B0ses HP 2400, 6 cores,
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